
 

 

 

 المحاضرة الخامسة

 المتغیر العشوائي والتوزیع الاحتمالي5.3 

 ):21.3مثال (

لتكن التجربة اختیارا عشوائیاً لطالب من الطلاب المسجلین في جامعة دمشق 
 :ولیكن

X= 0   أوX= 1   وفقاً لما إذا كان یسكن في المدینة الجامعیة أو لا یسكن في
 المدینة الجامعیة .

Y   ته= عدد أخو 
Z طوله بالسنتمتر = 

. وكل متغیر من هذه المتغیرات ةهي متغیرات عشوائی Zو    Yو    Xفالمتغیرات 
 واحدة فقط عند كل تجربة. قیمة واحدة والثلاثة یأخذ 

قیمة  Y، و یأخذ   0 وإمّا  1قیمة واحدة فقط هي إما  Xفمن أجل كل طالب یأخذ 
قط هي قیمة واحدة ف Zواحدة فقط هي عبارة عن عدد صحیح غیر سالب. ویأخذ 

 عبارة عن عدد حقیقي موجب.
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 ):22.3مثال (

  Hعدد أوجه الـ  Xلتكن التجربة هي إلقاء قطعة نقود ثلاث مرّات متتالیة ، ولیكن 
  2أو   1أو  0هو متغیر عشوائي قیمه الممكنة  Xالتي نحصل علیها . فالمتغیر 

 . 3أو 

 :بیبّن ذلك لآتيوالجدول اوهو یأخذ قیمة واحدة عند كل مرّة نجري هذه التجربة ، 

TTT TTH THT HTT THH HTH HHT HHH نتیجة التجربة 

 Xقیمة  3 2 2 2 1 1 1 0

 مما سبق  یتضح لنا بصورة عامة ، مفهوم المتغیر العشوائي.

 ):23.3مثال (

عدد القذفات التي  Xللمرة الأولى . ولیكن  Hنقذف قطعة نقود حتى یظهر وجه الـ 
. النتائج الممكنة للتجربة أو فضاء العینة (مجموعة نتائج التجربة) نحتاج إلیها

 هو: 
...., TTH ,  TH ,  H 

فضاء العینة  نَّ الخ ....أي إِ  3 أو 2 أو 1یمكن أن یكون  Xومن الواضح أن 
         أو مجموعة قیمه الممكنة هي مجموعة الأعداد الطبیعیة ، Xالذي ولده  

{ 1,2,3,…}. 

 المتغیرات العشوائیة: تصنیف 1.5.3
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، طول  Z) ولنتساءل عن مجموعة القیم الممكنة لـ 21.3لنعد إلى المثال (
الطالب. بما أننا سنستخدم مسطرة مدرجة لقیاس الطول فإنّ طول الطالب سیقابل 

 نقطة على هذه المسطرة هي في الواقع نقطة محور موجه.

مجال على محور موجه.  یمكن أن تكون أي نقطة من Zوالقیمة التي یأخذها 
، مالا نهایة له  وبالطبع یوجد في أي مجال  من محور موجه، مهما كان صغیراً 

في  Xولا یمكن عدّه أو حصره من النقاط. وبالرغم من أنّ فضاء العینة یولده 
.  نِ یْ خلافاً أساسیاً بین طبیعتي الفضاءَ هناك لا نهائي أیضاً. إلاّ أنَّ  )3.5المثال (

 فإحداهما قابل للعد والآخر غیر قابل للعد (لماذا ؟)

 الفضاء المنقطع (منفصل):1.1.5.3

نقول عن فضاء عینة إنّه فضاء منفصل إذا كان یحوي عدداً منتهیاً من النقاط أو 
 لا نهایة قابلة للعد من النقاط.

 الفضاء المستمر (المتصل):2.1.5.3

و مستمر) إذا كان یحوي لا نهایة غیر نقول عن فضاء عینة إنّه فضاء متصل (أ
 قابلة للعد من النقاط.

ووفقاً لهذا التصنیف نصنف المتغیرات العشوائیة إلى متغیرات منفصلة ومتغیرات 
 متصلة (مستمرة).

 المتغیر العشوائي المنفصل(المنقطع):3.1.5.3
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 نقول إنَّ المتغیر العشوائي منفصل إذا كانت مجموعة قیمه الممكنة مجموعة
منتهیة أو لا نهائیة قابلة للعد أي إذا كان الفضاء الاحتمالي الذي یولده هذا 

 المتغیر فضاء منفصل.

 المتغیر العشوائي المتصل (المستمر): 34.1.5.

نقول عن متغیر عشوائي أنه مستمر إذا كانت مجموعة قیمه الممكنة مجموعة لا 
 .نهائیة وغیر قابلة للعد 

 

 العشوائیة المنفصلة وتوزیعاتها:المتغیرات  32.5.

التوزیع الاحتمالي لمتغیر عشوائي منفصل هو صیغة أو جدول یعرض القیم 
 الممكنة والاحتمال الموافق لكل قیمة.

 ):24.3مثال(

 هو:  X) لـ 22.3إنّ التوزیع الاحتمالي في المثال (

3 2 1 0 X 
1
8
  3

8
  3

8
  1

8
   fX(x) = P(X = x)  

f(𝑥)                       حیث  = p(X = 𝑥) 

 .(على الطالب فهم كیف تمّ الحصول على الجدول)

 .تماليویمكن تمثیل هذا التوزیع بیانیاً لنحصل على ما یسمى بالمدرج الإح
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(فترات) تمتد بمقدار الواحد (نصف على  فلنتخذ القیم الممكنة مراكز لمجالات
الیمین القیمة ونصف على یسارها) ولنرسم فوق كل فترة (مجال) مستطیلاً ارتفاعه 

 :لآتيفنحصل على مدرج الاحتمال كما في الشكل ا، یساوي الاحتمال الموافق 

 

 

 

 

 

 )22.3( المثال في عیللتوز  الاحتمالي المدرج

 :تیینالمتغیر العشوائي منفصل الشرطین الآ 𝑓(𝑥)یجب أن تحقق دالة الاحتمال 

1. 𝑓(𝑥) ≥  𝑥مهما تكون    0
2. ∑ 𝑓(𝑥) = 1𝑥 ∑ حیث    𝑥 تعني المجموع فوق مجموع القیم الممكنة   

𝑥  للمتغیرX . 

 العشوائیة المستمرة: غیراتتالم3.5.3:  

التي تستخدم للحصول على مقادیرها لأجهزة قیاس، أو أدوات  تشكل الكمیات
قیاس متغیرات عشوائیة مستمرة. فالوزن والقوة والطول ومعدل هطول المطر 

وقیاسات مثل هذه  ودرجة حرارة جسم كلها أمثلة على متغیرات عشوائیة مستمرة.
نها نقاط ي إِ یه تدریجاً أو سلماً للقیاس، أالمتغیرات هي نقاط على خط اتخذنا عل

0 1 2 3 

𝑥 

1
8 

2
8 

3
8 
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على المحور الموجه (محور الأعداد الحقیقیة)، أو على فترات (مجالات) من هذا 
ولا یمكننا في حالة متغیر عشوائي مستمر، تخصیص احتمال مهما كان  ،المحور 

صغیراً لأي قیمة من قیم المتغیر نظراً للكثرة الكاثرة من القیم المختلفة، إذ توجد لا 
، مما یؤدي إلى الخروج ط في أي فترة مهما صغرتد من النقانهایة غیر قابلة للع

الواحد).  علىن احتمال أي حدث لا یزید إِ عن مسلمة الاحتمال (التي تقول 
بد من التفكیر في طریقة لبناء النموذج الاحتمالي مختلفة  لا و. (یجب التوضیح) 

 تماماً  عما رأیناه في حالة متغیر عشوائي منفصل.  
رأینا إمكانیة تفسیر المساحة تحت مدرج التكرار  إذبالعودة إلى الإحصاء الوصفي 

النسبي كاحتمال. وإلى منحني التكرار حیث یمثل كل نقطة على محور السینات 
لتلك النقطة   )oyحداثي العمودي (على المحور ویمثل الإ، ) قیاساً ox(المحور 

لمجتمع من القیاسات الذي یصفه منحني أو تكرار ظهور هذا القیاس في ا اً ،تواتر 
التكرار. إذ تقدم لنا هذه الأفكار نقطة البدایة في محاولة بناء نموذج احتمال 

 عشوائي مستمر.
، مثلاً أكبر من تكرار ظهور  aلنبدأ بالقول إنه إذا كان تكرار ظهور القیاس 

ر الكثافة ولتغیر منحني التكرار منحني كثافة یبّین لنا كیف تتغی .bالقیاس 
التي بیانها هو   𝑓(𝑥)الاحتمالیة  من نقطة إلى أخرى. ولنسمي الدالة المستمرة 

دالة كثافیة احتمالیة .عندئذ تمثل المساحات تحت هذا المنحني  منحني التكرار،
  احتمالات.

 ) ،أيa,bضمن الفترة ( Xواحتمال أن یقع قیاس المتغیر 
 p( 𝑎𝑎 <  𝑋 < 𝑏) ) هو المساحة تحت منحني الكثافة وفوق المجالa,b (

 ) تي(انظر الشكل الآ
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وترتب علینا مثل هذه الطریقة شرطین ، لا بدَّ لأي دالة كثافة أن تحققهما كي لا 
نخرج على مسلمات الاحتمال . فما دام الاحتمال غیر سالب ، لا یجوز أن یكون 

. وبما أنَّ احتمال الحادثة الأكیدة   oxجزء من منحني الكثافة تحت المحور الأفقي
∞− ) pأي  < X <  یجب أن یكون مساویاً للواحد تماماً. (∞+

 :وهكذا نكتب القاعدة الآتیة
 قاعدة :

 كدالة كثافة احتمالیة یجب أن تحقق الشرطیین   𝑓(𝑥)كي تصلح دالة مستمرة 
 :تیینالآ

1. 𝑓(𝑥)  ≥  .𝑥مهما یكن    0
( أي تحت منحني الكثافة) تساوي الواحد  𝑓(𝑥)المساحة تحت بیان  . 2 

 تماماً.

 دالة التوزیع الاحتمالي المتجمع: 4.5.3

: ما التكرار النسبي تيرأینا أنّ التكرار المتجمع الصاعد یجیب عن السؤال الآ
مع عن سؤال جلظهور قیاس یقل عن قیمة محددة؟ وستجیب دالة التوزیع المت

 قیمة أقل أو تساوي قیمة محددة؟ Xمشابه: ما احتمال أن یأخذ متغیر عشوائي 
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هي ببساطة احتمال  𝑥 في النقطة فإن قیمة هذه الدالة  Fوإذا رمزنا لهذه الدالة بـ 
 أي : 𝑥قیمة أقل أو تساوي  Xأن یأخذ المتغیر العشوائي 

F(𝑥) = p(X ≤ 𝑥) 

 

 

 منفصل:حالة متغیر عشوائي 1.4.5.3 

هي  𝑓(𝑥) ه، دالة احتمال 𝑋دالة التوزیع المتجمع لمتغیر عشوائي منفصل 
 بالتعریف : 

F(𝑡) = ∑ 𝑓(𝑥)𝑥≤𝑡   
 .tعن تعني المجموع فوق جمیع القیم الممكنة التي تقل    x≤t∑حیث 

 ):25.3مثال (
 مرتین على الأكثر؟  H) ما احتمال الحصول على وجه الـ 27.3في المثال  (

 الحل :
 المطلوب هو حساب :

P(X ≤ 2) = F(2) =  ∑ f(x) = f(0) + f(1) + f(2)2
x=0   

           = 7 
8

   =     1  
8

+   3
8

+   3 
8

 

 تمرین: أعط تفسیراً عملیاً لهذه النتیجة.

 حالة متغیر عشوائي مستمر: 2.4.5.3
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هي  𝑓(𝑥)دالة كثافته   xدالة التوزیع المتجمع لمتغیر عشوائي متصل
 بالتعریف: 

  tالمساحة تحت منحني الكثافة الواقعة إلى الیسار من النقطة 
𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑡)  

 : تيانظر الشكل الآ

 

 

 متصل عشوائي لمتغیر المتجمع عیالتوز  دالة

سنتحدث في الفقرتین القادمتین عن متوسط مجتمع القیاسات وعن تباینه على 
الترتیب . وسنصطلح على استخدام عبارة (متوسط المجتمع) أو عبارة (تباین 

الانحراف (أو  )الانحراف المعیاري للمجتمع (المجتمع) أو (تباین التوزیع)، و 
 للانحراف  دبیات الإحصاء. وسنرمز  كما جرت العادة في أ )المعیاري للتوزیع

 ).>سیجما <( ننطقه  σالمعیاري للمجتمع بالحرف الیوناني 

 التوقع الریاضي :

 التوقع الریاضي لمتغیر عشوائي: 1.5.3
 .   𝑓(𝑥) منفصلاً دالة احتماله متغیراً عشوائیاً   Xلیكن

E(X) فعندئذٍ : ، E(X)   أو µX  أو   μبـ  Xولنرمز لتوقع  =  ∑ 𝑥. 𝑓(𝑥) 𝑥 

𝑥 

F( 𝑥) 

𝑡 
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 .Xیعني المجموع فوق كل القیم الممكنة للمتغیر  𝑥∑حیث 

 هذا التعریف یقدم قاعدة لحساب توقع متغیر عشوائي منفصل .

للمتغیر E(X)  أو التفسیر العملي له: القیمة المتوقعةE(X)    المعنى التطبیقي لـ
X  هي متوسط القیم التي یمكن أن یفترضها هذا المتغیر على المدى الطویل، أي

 .Xبعبارة أخرى متوسط مجتمع القیاسات الموافق للمتغیر 

 ):26.3مثال (
 . E(X)  حسب  ا) 22.3في المثال (

 الحل:

E(X) = ∑ 𝑥. 𝑓(𝑥) = 0 × 1
8

3
x=0  + 1 × 3

8
+  2 × 3

8
+ 3 × 1

8
= 1.5  

 ومما سبق یمكن القول إنّ:

 . Hهي القیمة المتوقعة ریاضیاً لعدد أوجه الـ 1.5)   المقدار(  1 .

. ولو نظرنا  1.5حول النقطة  Hیتمركز التوزیع  الاحتمالي لعدد أوجه الـ   .2
) لوجدنا أنه یتمركز حول 22.3إلي صورة المدرج الاحتمالي في المثال (

 هي متوسط التوزیع الاحتمالي.  1.5. فالقیمة  oxعلى المحور   1.5النقطة

  Hهو أنها تمثل القیمة المتوسطة لعدد أوجه الـ  1.5. التفسیر العملي للقیمة 3
على المدى الطویل (أي متوسط مجتمع القیاسات) . بمعنى أننا لو كررنا 

التي   Hقذف قطع النقود الثلاث عدداً هائلاً من المرّات وسجلنا عدد أوجه الـ 
 .1.5 نا علىم حسبنا متوسط هذه الأعداد لحصلثحصلنا علیها 
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 : Xالتوقع الریاضي لدالة عددیة في  32.5.

𝐸[𝑔(𝑋)] =  ∑ 𝑔(𝑥). 𝑓(𝑥)𝑥   

 
 ):23.3في المثال (  E(X2)احسب  ):27.3( مثال

 الحل : 
E(X2) =∑ 𝑥2. 𝑓(𝑥)6

𝑥=1 

=12.   1
6

  +22. 1  
6

+ 32. 1  
6

 +42.   1 
6

+ 52. 1
6

+ 62.  1  
6

 

15.17   =     91       
 6     

 = 
وبصورة مشابهة تماماً نعرف توقع متغیر عشوائي مستمر . كل ما في الأمر أنّ 
دالة الكثافة الاحتمالیة تقوم مقام دالة التوزیع الاحتمالي للمتغیر المنفصل وتصبح 

 نتطرق لذلك في هذا المقرر. . ولن ∫إشارة تكامل  Σإشارة المجموع 

 خواص التوقع :  33.5.

1. )c  ثابت(= c. E(c) = ∑ 𝑐. 𝑓(𝑥) = 𝑐. ∑ 𝑓(𝑥)𝑥 = 𝑐 𝑥 

.2  =c.E(X) ∑ 𝑥. 𝑓(𝑥)𝑥  c. E(cX) = ∑ 𝑐𝑥. 𝑓(𝑥) =𝑥      

𝑔(X)         إذا كان. 3 = 𝑔1(x) + 𝑔2(x)  :ّفإن 

         𝐸[𝑔(𝑋)] =  ∑ 𝑔(𝑥). 𝑓(𝑥) =  ∑ [𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥)]. 𝑓(𝑥) 𝑥𝑥 

           =∑ 𝑔1(𝑥). 𝑓(𝑥)𝑥 + ∑ 𝑔2(𝑥). 𝑓(𝑥) =    E[𝑔1(X)] + E[𝑔2(X)]𝑥 

 ومنه نستنتج الخاصة: 

E[𝑔1(X) + 𝑔2(X)] =  E[𝑔1(X)] + E[𝑔2(X)]  
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 أي متغیرین عشوائیین فإنّ: X2 و  X1وبصورة خاصة ، إذا كان 

E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2)  

 من الخاصتین السابقتین یمكننا أن نكتب بصورة عامة:. 4

E[C1X1 + C2X2 + ⋯ . CnXn] = C1E(X1) + C2E(X2) + ⋯ . +CnE(Xn)  

,cnمتغیرات عشوائیة و   Xn و .....و X2و   X1حیث  … … , c2, c1   أعداد
 ثابتة.

 ):28.3مثال (
وصفاً لمجتمع الأسر التي تقطن مدناً كبیرة من حیث  تیةتقدم الإحصائیة الآ

 خاصیة امتلاكها للسیارات:
من الأسر تمتلك سیارة واحدة و  50%من الأسر لا تمتلك أي سیارة و  %20
 5%من الأسر تمتلك ثلاث سیارات و  10%من الأسر تمتلك سیارتین و  %15

 من الأسر تمتلك أربع سیارات.
 لعدد العجلات التي تمتلكها أسرة.  Yلعدد السیارات و بـ   Xإذا رمزنا بـ 

 ؟ما متوسط عدد السیارات للأسرة الواحدة. 1  
 احسب متوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة.. 2  

 الحل:  

في هذا  𝑋من الواضح أنّ الوصف المعطى لمجتمع الأسر والمتعلق بقیاسات  .1
 .  Xالمجتمع یقدم دالة التوزیع الاحتمالي لـ 

4 3 2 1 0 X  
0.05 0.10 0.15 0.50 0.20 f(x)  

 . ومن التعریف لدینا :  𝐸(𝑋)ومتوسط عدد السیارات للأسرة الواحدة هو 
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E(X) = ∑ x. f(x)x   
      =0(0.20)+ 1(0.50)+ 2(0. 15)+ 3(0.10)+ 4(0.05)=1.3     

 :أي 5التي تمتلكها مضروباً بـ  تأسرة هو عدد السیاراعدد العجلات عند  .2
𝑌 = 5𝑋  

 . ومن خواص التوقع لدینا: E(Y)والمطلوب هو 
E(Y) = E(5X) = 5E(X)= 5(1.3) =6.5 

 عجلة.  6.5ومتوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة هو 

 تباین متغیر عشوائي: 3.5.3

σ2 أو  V(X) ، ونرمز له بـ  Xتباین متغیر عشوائي  تعریف:
X   أوσ2  عندما

 ویعطى بالعلاقة : نأمن الالتباس

V(X) = E[X − E(X)]2 = E(X − µ)2  

 الصیغة المختزلة للتباین هي : نتیجة :

V(X) = E(𝑋2) −  µ2 = E(X2) −  [E(X)]2 

  ):29.3مثال (
 . X احسب تباین) 22.3( في المثال

 الحل: 
V(X) = E(X2) −  µ2 

E(X2)= 02 × 1 
8

+ 12 × 3
8

+ 22 × 3
8

+ 32 × 1
8

= 24
8

 = 3 

µأن  )32.3من المثال (ونعلم  = E(X) = 1.5   

 : اً إذ
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V(X) =3-(1.5)2 = 3 − 2.25 = 0.75 

 الانحراف المعیاري لمتغیر عشوائي:4.5.3 

عندما      σأو اختصاراً    σXوسنرمز له بـ Xالانحراف المعیاري لمتغیر عشوائي 
 نأمن الالتباس ، هو الجذر التربیعي الموجب للتباین:

σ𝑋 =�V(X)  

الناتجة عن قذف ثلاث  Hوفي المثال السابق الانحراف المعیاري لعدد أوجه الـ 
 قطع متزنة من النقود هو :

σ = √0.75 = 0.865  

 خواص التباین:

 . تباین العدد الثابت هو الصفر 1

V(C) = E(C2) −  [E(C)]2 = C2 − C2 = 0 

V(CX) =  C2V(X) .2   حیثX   أي متغیر عشوائي وC .ثابت 

 مستقلین فیما بینهما فإنّ   X2و   X1. یمكن البرهان أنّه إذا كان المتغیران 3

V(X1 ∓ X2) =  V(X1) + V(X2) 

ویمكن تعمیم هذه القاعدة إلى أكثر من متغیرین ، فنقول إنّه إذا كانت المتغیرات 
X1,X2, … … , Xn :ّمستقلة فیما بینها فإن 

V(X1 + X2 + ⋯ + Xn) = V(X1) + V(X2) + ⋯ + V(Xn) 

∑)Vخرى:       أأو بعبارة  𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 )=∑ V(Xi)𝑛

𝑖=1 
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